UNIVERSITA DEGLI STUDI
DI TRENTO

Dipartimento di Matematica Marzo 2017

Capitolo 8

Irrazionalita e trascendenza di n

In questo capitolo vengono presentate le dimostrazioni dell’irrazionalita e della
trascendenza di 7. Come abbiamo visto nei capitoli precedenti, nelle attivita la-
boratoriali proposte in questo elaborato la natura di 7 viene scoperta e narrata
al ragazzi, con l'utilizzo di alcuni artefatti. Non viene naturalmente dimostrata
perché tale dimostrazione non ¢ alla portata degli studenti delle scuole seconda-
rie. Il docente che decide di intraprendere un percorso laboratoriale come quello
descritto nei precedenti capitoli sarebbe bene avesse comunque un’idea di queste
dimostrazioni. Per questo motivo si e scelto di trattarle nei prossimi paragrafi.
Per la stesura di questo capitolo si ¢ fatto riferimento alla seguente fonte [25].

8.1 Irrazionalita di =«

Per dimostrare l'irrazionalita di 7 faremo uso dei polinomi di Niven. Richiamiamo
quindi la definizione di polinomio per poi passare a quella dei polinomi di Niven.

Definizione 8.1. Sia Z[x1, ..., x,] Uanello dei polinomi in xq,...,x, a coefficien-
ti interi. Un polinomio é una somma finita di monomi dove un monomio é
un’espressione del tipo

ary' -y, a€Z,a#0, iy, .0, > 0.

n

Di un monomio chiamiamo grado il numero iy + - - - + 1,, e chiamiamo peso il
numero i1 + 2t + - - - + niy,.

Definizione 8.2. Si chiamano polinomi di Niven i polinomi del tipo

fulz) = In(ln_!@n’ n>0.
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Tali polinomi sono dotati della proprieta che tutte le loro derivate, di qualsiasi
ordine,

fo(@) = ful@), falz) = file), fil@) = fil@), ., fP(@), .

assumono valori interi per x = 0, 1. Infatti, segue subito dalla formula di Leibniz
che fM(0) = fM(1) = 0, Vh < n. Inoltre, per ogni polinomio a coefficienti
interi g(x) € Z[x], i coefficienti di ¢ (x) sono tutti divisibili per h!. Prendendo
g(x) = 2"(1 — )" si ottiene

fW(m) e Z Yh >n,m e Z.

Osserviamo anche che la stessa proprieta vale per tutti i polinomi del tipo f,,(z)h(x),
con h(z) € Z[x]. Possiamo ora dimostrare l'irrazionalita di 7% dalla quale segue
I'irrazionalita di 7. Infatti, se un numero elevato alla seconda ¢ irrazionale allora
anche quel numero deve essere irrazionale.

Teorema 8.3. (Irrazionalita di ©°) 7 ¢ un numero irrazionale.

Dimostrazione Supponiamo per assurdo che 7% = 7, cioe 2 = bm, con a, b interi

positivi. Sia g(x) un polinomio di grado minore o uguale d1 2n con la proprieta
che g(z) e tutte le sue derivate ¢'(z), ¢"(2), ..., g™ (), ... assumono valori interi per
x = 0,1. Osserviamo che per h > 2n la derivata ¢\%)(z) & ovviamente nulla. Allora
I'integrale

/01 ma"g(x) sin(mx)dx

& un numero intero. Infatti integrando per parti si ha che

/01 ma"g(x) sin(rx)dr = —a” /01 g(x)(—msin(rx))dz =

=a"g(1)+a"g(0) +a” /01 cos(mx)g (x)dr =

=a"g(1) +a"g(0) + ’ /1 meos(ma)g (z)dr =

=a"g(1) +a"g(0) — 6:: /1 sin(rz)g" (x)dr =

=a"¢g(1) 4+ a"g(0 —2 ; —msin(rx))g" (z)de =

1
=a"g(1) 4+ a"g(0) — ba" '¢" (1) — ba™ '¢"(0) — ba"/o cos(mx)g" (z)dx.
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Iterando questo procedimento, al passo 2n + 2 avremmo una somma algebrica di
numeri interi sommata all’integrale

1
a/ sin(rx) g+ (z)dx
0
che ¢ uguale a zero dato che ¢g>"*?(z) = 0. Si puo quindi concludere che
1
/ ma"g(x) sin(rx)dx € Z.
0
In particolare, considerando i polinomi di Niven si ottiene che
1
/ ma" fp(z) sin(mzx)dx € Z
0
per ogni n.

D’altra parte, dato che sin(rz) <1e x(1 —x) <1 perogni 0 <z <1siha

1 n n
0< ﬂ95”(1 — x)"sin(nr)dr < ™
o nl n!

Ma per n sufficientemente grande abbiamo che %ﬂ < 1 e quindi

1 n
0< &x"(l — x)"sin(rz)dr < 1
o nl

1 wa”

che ¢ in contraddizione con il fatto che [y 42" (1 —z)" sin(72)dx fosse un numero
intero.

8.2 Funzioni simmetriche

Dopo aver richiamiamo alcune definizioni che caratterizzano i polinomi, passiamo
poi alla definizione delle funzioni simmetriche e alla dimostrazione di alcune delle
loro proprieta che ci serviranno per dimostrare la trascendenza di .

Definizione 8.4. Un polinomio in cui tutti i monomi hanno lo stesso grado si
dice omogeneo, mentre un polinomio in cui tutti i monomi hanno lo stesso peso
s dice isobaro.

Osserviamo che ogni polinomio si scrive in maniera unica come somma di polinomi
isobari, inoltre, il peso della somma ¢ minore uguale al massimo dei pesi mentre il
peso del prodotto e la somma dei pesi.
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Definizione 8.5. Un polinomio p € Z[xy, ..., x,] si dice simmetrico se

p(xla wrn) = p('ra(l)7 "'7‘1:0'(7L)>
per ogni permutazione o : {1,...,n} — {1,...,n}.

Un polinomio ¢ simmetrico se e solo se tutte le sue componenti omogenee sono
simmetriche.
Indichiamo con ¥, il gruppo delle permutazioni dell’insieme {1, ...,n}.

Definizione 8.6. Per ogni intero positivo n, le funzioni simmetriche elemen-
tari oy, ...,0, € Z[x1,...,x,) sono definite dalla relazione

n
~1
"+ o1 (1, ey ) o ) = [ (4 @).

i=1
In altre parole, i valori delle funzioni simmetriche elementari calcolate su di una
n-upla di numeri complessi (ay, ..., a,) sono i coefficienti del polinomio monico di
grado n che ha come radici —ay, ..., —a,.
Osserviamo che o; ¢ omogeneo di grado ¢ e tra i suoi monomi x,, ;41 - - - T, 12, €
I'unico di peso piu alto. Il teorema che andremmo a dimostrare ora e noto come il
Teorema fondamentale dei polinomi simmetrici.

Teorema 8.7. Ogni polinomio simmetrico a coefficienti interi si puo esprimere
come un polinomio a coefficienti interi nelle funzioni simmetriche elementari.

Questo teorema significa che un polinomio p € Z[zy, ..., x,| € simmetrico se e solo
se esiste un polinomio g € Z|yi, ..., Y| tale che

p(T1, .y ) = q(o1, .y Op).

Dimostrazione Sia p € Z[x, ..., x,] simmetrico e sia p = pg + - - - + py, la decom-
posizione in componenti isobare, con p; di peso i e p,, # 0. Dimostriamo che p &
un polinomio nelle funzioni simmetriche elementari. Procediamo per induzione su
m.
Se m = 0 allora py & costante dato che & un polinomio di grado zero e quindi e
scritto nelle funzioni simmetriche elementari. Supponiamo I’affermazione vera per
m — 1, cioe p,,_1 si puo scrivere nelle funzioni simmetriche elementari e dimostria-
molo per p,,.
Ogni monomio di p,, & del tipo aztz% - - - xir con iy < iy < -+ - < iy; quindi, se
poniamo ¥; = Ty _;11Tn_ji2 - * - Ty, Si ha

arite? - oxin =yt -yl by =iy, by =iy — iy, ..
Dunque esiste un polinomio g € Z[yy, ..., y,| tale che pp (21, ..., 2,) = q(y1, .., Yn)-
11 polinomio p(z1, ..., x,) — q(o1, ..., 0,) € simmetrico di peso minore di m e quindi
per ipotesi induttiva p si puo scrivere come polinomio nelle funzioni simmetriche
elementari.
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Corollario 8.8. Consideriamo due polinomi f,g € Zl[t], con deg(g) <n e
fW)=alt—ay) - (t—an), a#0,m>0q €C.

Allora, per ogni intero p > 0, si ha:

Dimostrazione Osserviamo che i numeri complessi aayq, ..., ac, sono le radici,
contate con molteplicita, del polinomio monico a coefficienti interi

t

a™tf () : (8.1)

a

Dato che il polinomio 8.1 ha coefficienti interi allora tutte le funzioni simmetriche
elementari calcolate in essi risultano essere intere

oi(aoy, ...,a0y,) € Z  per ognii.

Risulta quindi intero anche il valore in esse del polinomio z§ + - - - + a2 da cui
segue la prima equazione. Dimostriamo ora la seconda condizione. Consideriamo
il caso g = t9 con ¢ < n. Se p > ¢ siamo a posto dato che ¢g?) = 0 se invece, p < ¢
abbiamo che

a;zp ig(p)(ozi) _ a’;p iQ(q 1) (g = (p— 1)) ()P =
_amr I ¢ v m e

che ¢ un intero dato che Y7, (ac;)9? € Z.

8.3 Numeri algebrici e trascendenti

In questo paragrafo vengono richiamate le definizioni di numero algebrico e tra-
scendente. Vengono inoltre illustrate alcune delle proprieta che caratterizzano
questi numeri per concludere con una piccola discussione sull’esistenza dei numeri
trascendenti.
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Definizione 8.9. Un numero complesso viene detto algebrico se é radice di un
polinomio non nullo a coefficienti razionali f(t) € Q[t]. Un numero complesso che
non € algebrico viene detto trascendente.

In altre parole, un numero « € C & algebrico se e solo se esistono un intero positivo
n e n + 1 numeri razionali ag, ay, ..., a, tali che

a, #0, ag+aa+ ...+ a,a” =0. (8.2)

Osserviamo che ogni numero razionale z = 2 ¢ algebrico dato che ¢ radice del

q
polinomio qz — p.

Inoltre, se a ¢ un numero algebrico diverso da 0, allora anche a~
infatti dividendo la 8.2 per o™ si ottiene

1 ¢ algebrico

agla™)"+ar ()" a0 +an.

Nella definizione di numero algebrico non e restrittivo supporre che il polinomio
f(t) sia monico, cio¢ f(t) = t" + ap_1t"' + - - - + a,. In alternativa, non &
restrittivo nemmeno supporre che il polinomio f(t) sia a coefficienti interi infatti
basta moltiplicare per un denominatore comune.

Definizione 8.10. Il grado di un numero algebrico o € C ¢ il pit piccolo intero
positivo d tale che x ¢ radice di un polinomio di grado d a coefficienti interi.

Lemma 8.11. Un numero complesso a ¢ algebrico se e solo se puo essere esteso
ad una successione finita o = aq, ao, ..., o, € C tale che

n

f@) =1[¢t - ) € Q[t].

=1

Dimostrazione Per il teorema fondamentale dell’algebra ogni polinomio a coeffi-
cienti complessi si scrive come prodotto di polinomi di primo grado.

O

Lemma 8.12. Siano ay, ...,a, € C, n > 2, numeri complessi non necessariamente

distinti tali che .

f@) =][¢— ;) € Q[t].

i=1
Allora i numeri o; + a; e a0 sono algebrici per @ # j.

Dimostrazione Per ipotesi le funzioni simmetriche elementari o;(cy, ..., oy, ) sono
numeri razionali dato che coincidono, a meno del segno, con i coefficienti di f(¢).
Consideriamo i polinomi

g(t) =TIt — i — ay),

i#]
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h(t) = [[(t — cieyy).
1#]
Ogni coefficiente di g(t) e h(t) & un polinomio simmetrico a coefficienti interi
in aq,...,a, ed & quindi esprimibile come un polinomio a coefficienti interi nelle
funzmm simmetriche elementari. Dunque g(t), h(t) € Q[t] e di conseguenza «a; +«;
e o, sono algebrici per ogni i # j.

([
Teorema 8.13. Somme e prodotti di numert algebrici sono ancora numeri alge-
brici.
Dimostrazione Siano «, 3 due numeri algebrici. Per il teorema fondamentale
dell’algebra esistono due successioni aq, ao, ..., ay, € B, B, ..., B tali che a = ay,

f=pe

ﬁt—az € Q[t],
ﬁ(t)—ﬂ@—@)e@u.

Applicando il lemma precedente al polinomio f(t) = fi(¢)f2(t) si ottiene quindi la
conclusione.

O

Dimostrare 'esistenza dei numeri trascendenti ¢ semplice. Una dimostrazione del-
I'esistenza dei numeri trascendenti fu data da G. F. Cantor nel 1874. Essa si basa
sul fatto che la cardinalita dell’insieme dei numeri reali ¢ strettamente maggiore di
quella dell’insieme dei numeri reali algebrici. Infatti si puo dimostrare che I'insieme
dei numeri algebrici € numerabile ma i numeri reali hanno la potenza del continuo,
percio non solo esistono numeri reali non algebrici (numeri trascendenti), ma essi
costituiscono un insieme avente la potenza del continuo. [24]

Complicato ¢ invece dimostrare che un determinato numero é trascendente. Nei
prossimi paragrafi vedremo la dimostrazione della trascendenza di .

8.4 Alcune stime

Per dimostrare la trascendenza di m dobbiamo prima dimostrare alcune disugua-
glianze.

Consideriamo f(z) € C[z], f(z) = > a;2%. Denotiamo con £ (z) la sua derivata
p-esima e con f(z) = Y |a;|z?. Osserviamo che

FP(0) = pllay| = | (0)].
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Lemma 8.14. Siano f,g € Clz], allora per ogni numero reale a > 0 vale

0 < fg(a) < f(a)j(a).

Dimostrazione Conseguenza della disuguaglianza triangolare |z +w| < |z| + |w|
z,w € C. Infatti dati f(z) = Xi_, bz’ e 72, ¢;27, abbiamo che

n+m
Flo =Y | S bgld <SS Jbe|a = fl)(a)
h=0 i+j=h h=0 i+j=h

O

Richiamiamo che una serie di numeri complessi Y >° ,a, si dice assolutamente
convergente se Yo7 |a,| < +00. Se a,, = b, +icy, con by, ¢, € R e Y>> a, ¢ asso-
lutamente convergente, allora anche le serie >°°° (b, € >°° ¢, sono assolutamente
convergenti e si puo scrivere

Zan: an+ich e C.
n=0 n=0 n=0

La serie esponenziale

o0 n
P z

e = 7‘
n—0 n:

¢ assolutamente convergente per ogni z € C.
Si puo dimostrare anche che e*t* = e*e® per ogni z,w € C ed in particolare, per
ogni r,0 € R, si ha e = e"e’. [1] Inoltre,

ezm 92m+1

/l/ —
LTSN " am 1)
e confrontando con gli sviluppi in serie del seno e del coseno ricaviamo la formula

e = cosf + isin 6.

Ad ogni polinomio f € Clz] associamo la funzione complessa Iy : C — C

I1(2) = Z F™(0 Z fM(2), zeC.

h=0

Notiamo che nella definizione di I le sommatorie sono di fatto finite in quanto
f® =0se h > deg(f).
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Osservazione 8.15. Se f(z) € Rz], allora la restrizione di I all’asse reale é la
soluzione del problema di Cauchy

Te(t) = Ir(t) + f(t), 1;(0) =0,
che st risolvono nel modo standard
= " fls)et—2ds. (8.3)
Lemma 8.16. Per ogni z € C vale
[1(2)] < |2lel f(|2]).

Dimostrazione Utilizzando lo sviluppo di Taylor
f(p)(z) — Z if(ern)(O)

e sviluppando I’esponenziale si ottiene

_]f(z): i i (p)(o)_ i f(p+n) Z nnz:f

| |
n,p—=0 n! On

Ponendog=n—-1—-p quest’ultima diventa

P-4
_ZZ A

pao (P +aq+1)!

che per la disuguaglianza triangolare risulta

) < 4 Y Lo < 12 3 EIEE o) = e,

pqO +Q+1) p,g=0

f(p) (0)

O

Lemma 8.17. Sia f € Clz], allora esistono due costanti C,D dipendenti da f,
tali che,
z2€C, f(2) =0= [Lp1yup(2)] < DCP,

per ogni p > 0.
Dimostrazione Definiamo g(z) = 277! f(z)? € C[z]. Allora
g(l2l) < 12 f (117,
|2lellg(|2) < [zPel F(|2])P.

Quindi date ay,...,q,, radici complesse di f(x) per avere la conclusione basta
prendere

C = max(|au|f(|an]), ... || f(Jeum]))

D = max(el@!, ... eloml),
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Lemma 8.18. Siano f € Z[z]| con f(0) # 0, p un numero primo sufficientemente
grande (rispetto ai coefficienti di f) e g(x) = xP~L f(x)P. Allora lintero

PRARI())

h>0

¢ divisibile per (p — 1)! ma non per p!. Se m € Z e f(m) =0, allora

> g™ (m)

h>0
¢ divisibile per p!.
Dimostrazione Riscriviamo g(z) come
a) = FOP + 0y + apaa®

Allora

> g™ (0) = F(0)P(p— 1)+ Y hlay

h>0 h>p
dalla quale segue che 3,~, ¢ (0) & divisibile per (p — 1)! ma non per p! dato che
per 'uguaglianza qui sopra il primo termine della somma non & divisibile per p.
Siano ora m € Z e f(m) = 0 allora il polinomio (z — m) divide f(z) e quindi
(x — m)P divide g(x) e g™ (m) = 0 per ogni h < p. Dato che g(x) € Z[z],
il polinomio g™ (x) ¢ divisibile per h! per ogni h > 0 da cui segue la seconda
affermazione.

O

8.5 Trascendenza di 7

Possiamo dimostrare ora che m € un numero trascendente.
Teorema 8.19. (trascendenza di w) m é un numero trascendente

Dimostrazione Supponiamo per assurdo che 7 sia algebrico. Allora anche 6; = iw
e algebrico, cioé e radice di un polinomio monico ¢(x) € Q[x] di grado d > 0 tale

che
d

q(z) =[J(z—6), 6;eC.

=1

Consideriamo i 2% numeri complessi, contati con molteplicita,

CL101 +---+ adﬁd, a; € {0, 1}
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Essi sono a loro volta radici del polinomio di grado 2¢.

fl)= [ @—abi—--—addy).

al,...,ad:(),l

Per il teorema delle funzioni simmetriche (8.7) il polinomio f(z) ha coefficienti
razionali. Indichiamo con o, ..., a,, 1 <n < 2¢ i numeri a16; + - - - + agfy diversi
da 0 e ¢ = 27 — n. Dato che, per la formula di Eulero, e + et =14 ¢ =0, la
relazione
(24 ey (¥ + &) =0
e si puo riscrivere
g+e* +---+e=0.

Esiste quindi un intero a > 0 tale che

flz)=a

p =a(r—aq) - (x— ) € Z[z].

Fissato ora un primo p sufficientemente grande, consideriamo i polinomi
h(x) = 2" f(z),
9(x) = a"™h(z) = 2" (a" f(x))"

e il numero complesso

J= L) + -+ Lfa).

Per il lemma 8.17 sappiamo che esistono due costanti C', D > 0, indipendenti da p
tali che
|J| < DCP.

Scriviamo quindi —.J per esteso
—J=> Zg(j)(ai) —Y ey gV (0) = qu(j)(O) +3 Zg(j)(a
i=1j=0 =1 j=0 =0 j=0i=1

Dal lemma 8.18 segue che ¢ 372 ¢ (0) & un intero divisibile per (p — 1)! ma non
per p!. Inoltre, g¥)(a;) = 0 se j < p e quindi

S5 g a) = 33 @ h o

j=0i=1 Jj=pi=1

e un intero divisibile per p!. Segue quindi che

(p— 1!

Laura Trivellato - DiCoMat Lab - Universita degli Studi di Trento



UNIVERSITA DEGLI STUDI

DI TRENTO
Dipartimento di Matematica Marzo 2017
188 Irrazionalita e trascendenza di w

e un intero non nullo e questo e in contraddizione con il fatto che

DCP
(p—1)!

tende a 0 per p che tende all’infinito.

Laura Trivellato - DiCoMat Lab - Universita degli Studi di Trento



	Irrazionalità e trascendenza di 
	Irrazionalità di 
	Funzioni simmetriche
	Numeri algebrici e trascendenti
	Alcune stime
	Trascendenza di 


