3 Una famiglia di funzioni: interpretazione probabilistica

3.1 Funzione di densita

' D

La funzione
1 (==

flx) = NoTES 207

¢ una funzione di densita per ogni p,o0 € R, con o > 0.

Infatti vale:

o f(z)>0VxeR

dato che la funzione esponenziale assume solo valori positivi e o & positivo per

ipotesi®
+o0o
. / flz)dx=1
oo .
_(z—p) .
Si pud dimostrare® che ff;o e 202 dx = v2wo. Pertanto il fattore \/21?0

che compare nella funzione f serve proprio affinché l'integrale di f su R sia 1

Definizione. La funzione f si dice funzione di densita normale (con parametri
i e ?) e la variabile aleatoria (spesso abbreviata in v.a.) ad essa relativa si dice
variabile aleatoria normale.

“Anzi f(z) > 0Vz eR.
®Con strumenti di analisi che vanno oltre le competenze liceali.

\

Osservazione. La probabilita che X sia compresa tra due valori a,b € R, come per ogni
v.a. continua, si puod esprimere nella forma:

P(agXSb)—/bf(:v)dx

dove f & la funzione di densita normale.

C’é pero un problema: tale integrale non é risolvibile elementarmente, cioé la primitiva
di f non si puod esprimere mediante una formula che contenga le funzioni elementari e le
operazioni usuali. Vedremo nel seguito come risolvere tale questione.
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3.2 Significato probabilistico dei parametri

Per comprendere il significato probabilistico dei parametri i e o, iniziamo con ’esaminare
I’espressione analitica e il grafico della densita:

1 (z—p)?

f(z) = e 202 dove o >0

D e e

b o o
b o

Da essi deduciamo il significato geometrico dei due parametri, come visto nel paragrafo
precedente (2.3).
Ora perd compiamo un ulteriore passo: utilizziamo il fatto che f é una densita di pro-

babilita. Queste due considerazioni'® insieme, cosa permettono di affermare sui parametri?

Intuitivamente possiamo dire che:
e 1 rappresenta il "centro" della distribuzione
e 02 & una misura della "larghezza" della distribuzione, rispetto al "centro"
Ci aspettiamo dunque che:
e 4 sia uguale o legato al valore atteso della v.a. normale
2

e 0° sia uguale o legato alla varianza della v.a. normale

Precisamente, mediante il calcolo integrale si pud dimostrare il seguente risultato:

Proposizione. Sia X una v.a. normale, cioé una v.a. continua che ha densita

1 (z—p)?

f(z) = e 22 dove o >0

Allora la media di X ¢ p e la varianza di X ¢ o2.

Proveremo questo risultato nel caso della v.a. normale di parametri 4 = 0 e 02 = 1.
Tale variabile si indica spesso con Z e si dice v.a. normale standard.

15(Ossia il significato geometrico dei parametri e il fatto che f & una densita di probabilita.
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3.3 Media e varianza della distribuzione normale standard -attivita-

r

Consideriamo la variabile aleatoria mormale standard, cioé la v.a. continua che ha
densita

f@) = =P

Mostra che la media di tale variabile ¢ 0 e la varianza é 1.

Suggerimenti
a) Ricorda che, per definizione di media, la media della v.a. normale standard &
+oo
/ x f(x)dx
—0o0

Per determinare il valore di questo integrale non serve scrivere esplicitamente una
primitiva della funzione z f(x): basta osservare che essa ¢ dispari.

b) Secondo la definizione di varianza, quella della v.a. normale standard risulta uguale

a
+o0
/ 22 f(x) dz

Per determinare il valore di questo integrale, osserva che la funzione x
. _r2 . <. .
scrivere nella forma x (ze~*/2) e dunque si pud integrare per parti.

2 . N
267%%/2 gi puod
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Risoluzione

a) Per trovare la media della v.a. normale standard calcoliamo dunque il seguente

integrale:
1 oo $2/2
— ze” dx
V2T /_oo

. . — 72 T . .
Osserviamo che la funzione g(z) = ze~* /2 ¢ dispari, ossia vale

g(—z) = —g(x) Vx € R. Cio significa che il grafico della funzione g & simmetrico
rispetto l'origine degli assi. Tale proprieta ci permette di dedurre direttamente il
valore dell’integrale in esame.

Per comprenderlo vediamo una situazione pitl semplice e consideriamo una funzione
h dispari, come quella rappresentata in figura 8. Per ragioni di simmetria, ’area del
sottoinsieme del piano delimitato dal grafico di h e dall’asse x nell'intervallo [—t; 0]
é uguale all’area del sottoinsieme del piano delimitato dal grafico di h e dall’asse x
nell’intervallo [0;¢], per qualsiasi reale t > 0. Ma la funzione h assume segni opposti
in questi due intervalli, per cui

/jh(x)dx:—/oth(:v)dx

Pertanto vale anche

e quindi

Figura 8: Rappresentazione del sottoinsieme del piano delimitato dall’asse x e dal grafico

della funzione h(z) = 52
x

Pit in generale, ragionando come nell’esempio, si ottiene che l'integrale su R di una
funzione (integrabile) dispari ¢ 0. Per cui anche nel nostro caso

—— T e xr =
V2T J_o

Ossia la media della v.a. normale standard é 0.
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b) Vediamo ora il calcolo della varianza della v.a. normale standard. Nel nostro caso

essa é uguale a
1 oo 2 —x2/2
— Tée” dx
V2T /_oo

Integriamo per parti:

\/12?/_4_0033 (me_x2/2> dz = \/12?/_+00x (—e_x2/2), dx

= ——— |xe + —= e dx
V2T [ -0 V2T J_o
= 0+1=1

Il primo addendo ¢é 0: essenzialmente cio é dovuto al fatto che'®

lil}rl (aje_”gz/ 2) = 0. Per determinare il secondo addendo, invece, utilizziamo il fatto
T—r1+00

che f & una densita (si veda paragrafo 3.1) e dunque vale
“+o0o
/ fl@)de =1

Concludiamo cosi che la varianza della v.a. normale standard & 1.

16Precisamente:
+00 0 h

[xefzzm] = lim [:pefﬁ/z] + lim [xefzz/Q] = lim (7]%7162/2) + lim (hefhz/Q) =040
—0 k——o0 k h—+oc0 0 k——o0 h—+oo

dove con la prima uguaglianza abbiamo esplicitato il significato della prima scrittura.
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