
4 Standardizzazione

Abbiamo visto che, per risolvere il nostro problema guida relativo ai sondaggi (paragrafo
1.3), conviene ricondursi a calcolare probabilità relative alla distribuzione normale. Come
fare? È quanto vedremo in questa sezione.

4.1 Standardizzazione della variabile aleatoria normale -video-

In questo video ti viene illustrato come esprimere probabilità relative ad una variabile
aleatoria normale in termini di probabilità relative ad una variabile aleatoria speciale: la
variabile aleatoria standard. Ti sono indicati anche i motivi sottesi ai vari passi, in modo
che tu possa ricostruire il procedimento anche a distanza di tempo.

Il video si trova all’indirizzo https://youtu.be/M7Kt39446sU
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4.2 Calcolo di probabilità relative alla distribuzione normale standard
-video-

In questo video ti viene illustrato come calcolare probabilità relative alla variabile alea-
toria normale standard, utilizzando opportune tavole. Questo video e il video 4.1, che ti
consigliamo di esaminare, ti forniscono gli strumenti per calcolare probabilità relative alla
distribuzione normale. Ti proponiamo anche una loro sintesi scritta nel paragrafo 4.3.

Il video si trova all’indirizzo https://youtu.be/Ywtt4tIZXVo
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4.3 Calcolo di probabilità relative alla distribuzione normale

Tale procedimento è illustrato in dettaglio in due video (paragrafi 4.1 e 4.2) che ti consi-
gliamo di esaminare. Ne proponiamo qui una sintesi.

Consideriamo una generica v.a. normale X di media µ e varianza σ2. Dati due
valori reali a, b con a < b, vogliamo calcolare

P (a ≤ X ≤ b)

Come visto nell’osservazione del paragrafo 3.1, tale probabilità non si può però calco-
lare mediante le formule "usuali".

Un modo per risolvere la questione è ricorrere a tavole che contengono valori (appros-
simati) di probabilità. Più precisamente essi sono relativi alla v.a. normale con media 0
e varianza 1, cioè alla v.a. standard Z. Per poter usare le tavole occorre dunque prima
passare da valori di X a valori di Z.

Come fare? Proviamo a ragionare in termini di variabili aleatorie:

1. per avere mediaa 0, trasformiamo X nella nuova variabile X − µ

2. per avere varianzab 1, trasformiamo X − µ nella nuova variabile X−µ
σ

aCome la media della v.a. Z.
bCome la varianza della v.a. Z.

Pertanto, ogni v.a. normale X si può ricondurre17 alla v.a. standard Z mediante la
trasformazione

Z =
X − µ
σ

Per risolvere il problema iniziale consideriamo dunque i valori trasformati di a e b
secondo tale relazione, ossia

a′ =
a− µ
σ

e b′ =
b− µ
σ

Allora la probabilità richiesta si può così esprimerea:

P (a ≤ X ≤ b) = P (a′ ≤ Z ≤ b′)
aTale risultato si può intuire per la costruzione fatta e si può comunque dimostrare formalmente

(paragrafo 4.5).

17Nel paragrafo 4.4 discutiamo una dimostrazione formale dei due fatti enunciati. Ossia che la media e
la varianza di X−µ

σ
sono rispettivamente 0 e 1.
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Figura 9: Vediamo qui un’interpretazione grafica, mediante le aree, dell’uguaglianza P (a ≤
X ≤ b) = P (a′ ≤ Z ≤ b′) .

Resta da determinare il valore di P (a′ ≤ Z ≤ b′).

Possiamo ora utilizzare le tavole. Esse contengono valori approssimati di probabilità
del tipo

P (Z ≤ k) dove k è un valore positivo

Per usare le tavole, si procede come suggerisce la figura 10 per l’esempio P (Z ≤ 1, 23).

Se invece occorre calcolare probabilità su altri intervalli, l’idea è di esprimere quanto ri-
chiesto in termini di probabilità del tipo18 P (Z ≤ k) con k positivo. Per far ciò, si possono
utilizzare la simmetria della densità normale f e le proprietà degli integrali, interpretandole
magari sul grafico di f in termini di aree.

Ad esempio, per calcolare P (0, 98 ≤ Z ≤ 1, 74), che è una probabilità della forma in
esame, si può procedere come illustrato in figura 11.

18Dato che quelle sono le probabilità che si trovano sulle tavole.
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Figura 10: Lettura sulla tavola del valore approssimato di probabilità per k = 1, 23. Quindi
P (Z ≤ 1, 23) ' 0, 8907.

Figura 11: Area(S) = Area(S1) − Area(S2) =⇒ P (0, 98 ≤ Z ≤ 1, 74) = P (Z ≤ 1, 74) −
P (Z ≤ 0, 98).
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4.4 Media e varianza della variabile aleatoria standardizzata -attività-

Sia X la variabile aleatoria normale di media µ e varianza σ2.
Dimostra che la variabile aleatoria X−µ

σ ha media 0 e varianza 1.

Nota. Questo ci permette di concludere che X−µ
σ è19 una variabile aleatoria con distribu-

zione normale standard.

Suggerimento

Usa le proprietà algebriche della media (varianza) per esprimere la media (varianza) di X−µσ
in termini della media (varianza) della variabile X, dato che questa è nota. In particolare
ricorda che per ogni numero c vale

E(cX) = cE(X) V (cX) = c2V (X)
E(X + c) = E(X) + c V (c+X) = V (X)

Con le notazioni E(Y ), V (Y ) indichiamo, come si usa spesso, rispettivamente la media e
la varianza della v.a. Y .

19A rigore, per concludere che la variabile aleatoria così trasformata ha distribuzione normale standard,
serve qualche considerazione aggiuntiva. Ma preferiamo non occuparcene.
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Risoluzione

Partiamo col calcolare E
(
X−µ
σ

)
. Sappiamo che E(X) = µ, perciò cerchiamo di ricondurci

alla variabile X, usando le proprietà algebriche della varianza:

E

(
X − µ
σ

)
=

1

σ
E(X − µ) = 1

σ
(E(X)− µ) = 1

σ
(µ− µ) = 0

Abbiamo così provato che la media cercata è 0.

Calcoliamo ora la V
(
X−µ
σ

)
. Come prima cerchiamo di ricondurci alla variabile X visto

che di questa sappiamo che la varianza è σ2. Usando le proprietà algebriche della varianza
si ha

V

(
X − µ
σ

)
=

1

σ2
V (X − µ) = 1

σ2
V (X) =

1

σ2
σ2 = 1

Abbiamo così provato che la varianza cercata è 1.
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4.5 Probabilità con la variabile aleatoria standardizzata -attività-

Sia X la variabile aleatoria normale di media µ e varianza σ2. Dimostra che vale

P (a ≤ X ≤ b) = P (a′ ≤ Z ≤ b′)

dove Z è la variabile aleatoria normale standard e a′ e b′ sono i valori standardiz-
zatia di a e b.

aOssia a′ = a−µ
σ

e b′ = b−µ
σ

.

Suggerimento

Scrivi esplicitamente le due probabilità P (a ≤ X ≤ b), P (a′ ≤ Z ≤ b′) come integrali delle
densità delle rispettive variabili. Poi per provare l’uguaglianza richiesta, conviene utilizzare
una opportuna sostituzione nell’integrale relativo alla v.a. X.
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Risoluzione

Iniziamo esprimendo P (a ≤ X ≤ b) come integrale della funzione densità di X, cioè

P (a ≤ X ≤ b) =
∫ b

a

1√
2πσ

e−
(x−µ)2

2σ2 dx

Analogamente

P (a′ ≤ Z ≤ b′) =
∫ b′

a′

1√
2π
e−

z2

2 dz

Dobbiamo provare l’uguaglianza tra questi due integrali. Osservando gli esponenti nei due
integrali oppure i loro estremi di integrazione, ci accorgiamo che conviene effettuare la
sostituzione

z =
x− µ
σ

D’altronde si usa la stessa trasformazione per passare dalla v.a. X alla v.a. Z. Pertanto

x = σz + µ =⇒ dx = σdz

Con tale sostituzione si ha dunque

P (a ≤ X ≤ b) =

∫ b

a

1√
2πσ

e−
1
2(

x−µ
σ )

2

dx

=

∫ b−µ
σ

a−µ
σ

1√
2πσ

e−
z2

2 σdz

=

∫ b−µ
σ

a−µ
σ

1√
2π
e−

z2

2 dz

Ma, come prima ricordato,∫ b−µ
σ

a−µ
σ

1√
2π
e−

x2

2 dz = P

(
a− µ
σ
≤ Z ≤ b− µ

σ

)
Abbiamo così provato formalmente che

P (a ≤ X ≤ b) = P (a′ ≤ Z ≤ b′)

dove
a′ =

a− µ
σ

e b′ =
b− µ
σ
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